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2. Multinormaalijakauma

2.1 Alustavaa johdattelua

Monimuuttujamenetelmissd multinormaalijakaumalla on ehka viela keskei-
sempi asema kuin normaalijakaumalla yhden muuttujan tilastollisissa tarkas-
teluissa. Multinormaalijakauma on suora normaalijakauman yleistys.

Se voidaan johtaa usealla tavalla. Havainnollisinta on maéaritella se toisis-
taan rippumattomien, normaalijakaumaa noudattavien muuttujien erilaisten
painotettujen summien yhteisjakaumana esim. seuraavasti:

Olkoot Zl,ZQ,...,Zp riippumattomia, standardoitua normaalijakaunid@,1)
noudattavia muuttujia. Muodostetaan uudet muutt¥jgX;,... X, Z-muuttu-
jien lineaarisina yhdistelmin&

Xy =Cyly +Cplp + o +C 2+ 1y
Ky = Conly + oy + o +Cp 2 + 1

Xy =Cly T Cpp - +C .2 U,
eli matriisimuodossa
X=CZ+u

missaX:(Xl,XZ,...,Xp) on X-muuttujien muodostama pystyvektori ja vastaa-
vastiZ:(Zl,Zz,...Zp), u:(ul,uz,...,up) sek&C pxp-kerroinmatriisi.

Muuttujien X;,X,,...X; yhteisjakaumaa sanotaan multinormaalijakaumaksi
ja sen maarittelevat taydellisesti parametja C. Itse asiassa tulemme néke-

maan, ettd jakauman maarittelemiseksi riittdd tuntea odotusarvovejtorin
ohella kovarianssimatriigi = CC’ .

Multinormaalijakauman syntytapa tulee viela havainnollisemmaksi kaytta-
malla hyvéksi kerroinmatriisi€ singulaariarvohajotelma@ = UDV’ , missa

U ja V ovat pxp-ortogonaalisia matriiseja j@ (ei-negatiivisten) singulaa-
riarvojen muodostama lavistajamatriisi.

Tallsin
X=CZ+u=UDV'Z +u.

Tulemme osoittamaan, etfamuuttujien ortogonaalinen muunnos (ta¥s2#)
sailyttda muuttujat riippumattomina (0,1)-normaalisina. Nain oenuuttu-
jat voitaisiin maaritella suoraan muodossa

X=UDZ +.
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Tama merkitsee, ettd multinormaalijakauman voi aina ajatella syntyvan
(0,2)-normaalisista muuttujista kolmessa vaiheessa. Ensin tehddan muuttuijit-
tain venytyksia ja kutistuksidD), sitten kierretdan koordinaatistda¥Z) ja
lopuksi siirretédén jakauman keskipiste pois origosta (lisdamplla

z DZ uDZ UDZ+y

Ny O
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Tulemme ndkemaén, ettd multinormaalijakauman kaikki eriulotteiset reunaja-
kaumatkin ovat (multi)normaalisia. Tama merkitsee mm. sitd, ettd multinor-
maalijakauman em. syntyhistoriasganuuttujia voisi olla enemman kuin lo-
pullisia X-muuttujia. VaikkaZ-muuttujat eivat olisikaan normaalisia, mutta
niitd on "paljon”, on osoitettavissa keskeisen raja-arvolauseen tapaax; etta
muuttujien yhteisjakauma melko véljin ehdoin l&ahestyy multinormaalijakau-
maa.

Samoin tarkasteltaessa os&anuuttujista, naiden ehdollinen yhteisjakau-
ma, kun muuX-muuttujat asetetaan vakioiksi, on multinormaalinen ja regres-
siofunktiot (ehdolliset odotusarvot) ovat vakioksi asetettdjenuuttujien li-
neaarisia funktioita. Tama viimeinen ominaisuus on myés po. jakauman maa-
ritelman veroinen.

Multinormaalijakauman syntyessa riippumattomien muuttujien lineaaristen
yhdistelmien kautta on ilmeistda, et&muuttujien valilla voi vallita vain li-
neaarisia riippuvuuksia eli korrelaatiokertoimet paljastavat kaiken, mika kos-
kee muuttujien valisia riippuvuuksia. Tassa tapauksessa siis korreloimatto-
muus takaa my6s muuttujien riippumattomuuden; seikka, mika ei valttamatta
pade yleisesti moniulotteisissa jakaumissa.

Taman pohjalta tulee ilmeiseksi, ettéa kaikki multinormaalisuutta edellytta-
vat tarkastelut saatetaan tehdd muuttujien odotusarvojen, keskihajontojen ja
korrelaatiokertoimien avulla. Naiden tunnuslukujen tavanomaiset empiiriset
vastineet satunnaisotoksesta laskettuina ovat tyhjentavia otossuureita eika
esim. korkeamman asteen momentteja tarvita muuta kuin erdissd multinor-
maalisuutta tutkivissa testeissa.

2.2 Multinormaalijakauman maaritelmé ja perusominaisuudet

Tarkennamme &skeista kuvausta seuraavasti. Olidgbt,,...U, riippumat-
tomia ja (0,1)-normaalisia satunnaismuuttujia Yee(U,,U,,...U,) niiden
muodostama satunnaisvektori. Talléin odotusarvovektth)E{ ja kovarians-
simatriisi covy)=I .
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Jokaiserl; tiheysfunktio on muotoa
@u) = (2 PexpE-1/215) .

Talloin U-muuttujien rippumattomuuden perusteella satunnaisvektdrin
heysfunktio voidaan Kkirjoittaa ndiden komponenttimuuttujien tiheysfunktioi-
den tulona

f(u) = f(uy,us,,...u) = eu)eu,)...p(u,)
= @ %exp(-1/2(2 + U3 + ... +1d))
= 9 %%exp(-1/2ru) .
Maaritellaan uusi muuttujavektoi=(X;,X,,... X;) lineaarikuvauksella

Xy =CpUp te Uy + ey U iy
Xy =CyUp + U, + .+ U I,

Xy = CoyUy + Gy + . +C Uy + 1y

eli
(1) X=CU +qu.

Oletetaan, ett<k ja matriisinC aste rC)=p . Muussa tapauksessa muuttu-
jat X olisivat lineaarisesti toisistaan riippuvia eikd jakauma olisi aidosti
p-ulotteinen.

Muuttujien X odotusarvovektori on
EX) =CE(U) +u=CO+p=pn

ja kovarianssimatriisi
> = covX) = EX-p)(X-n)’ = E(CUU’'C’) = C(EUU")C'= CC'.

Koska rC)=p, onZ=CC’>0 (eli positiivisesti definiitti).

Maarataan nyXK-muuttujien yhteisjakauman tiheysfunktio.

Todistetaan ensin apulause:

Olkoot U,,U,,...U, riippumattomia ja N(0,1). Talléin myds muuttujat
V=(V,,V,,...V,)=QU, ovat riippumattomia jaN(0,1), jos matriisiQ on orto-
gonaalinen (el Q=QQ’=I).

Koska kaantaeb=Q'V ja

fy(u) =cexp(-1/2ru),
tulee muuttujienV tiheysfunktioksi (sijoittamalla tdhan tiheysfunktioon
u=Q’'v ja kertomalla vastaavalla funktionaalideterminantilla, joka kuvaus-
matriisinQ’ ortogonaalisuudesta johtuen on 1)



18 Monimuuttujamenetelméat  23.2.1994/S.Mustonen 2.2

fy(v) =cexp[5(QV)'(Q'V)]

= exp(5V'V) =f,(v) .

Osoitetaan nyt, ettd jos (1) patee, on olemassa satunnaisvektori
V=(V},V,,...V,), jonka komponentit ovat riippumattomia ja (0,1)-normaalisia
siten, ett&X voidaan lausua my6s niiden avulla muodossa

(2) X =AV +u,

Miss&A onpxp-matriisi ja detf)#0.

Tama todistetaan lahtemalék-matriisin C singulaariarvohajotelmasta =
SDT' , missaD on singulaariarvojenl; = d, = ... =2 d, > 0 (r(C)=p) muo-
dostama lavistajamatriisi j8 pxp-ortogonaalinen sek@ kxp-pystyriveittain
ortogonaalinen eli’ T=l. Valitsemalla nytv=T'U ja A=SD saadaan haluttu
esitysX =CU + 4 =SDT'U + u = AV + . Tassa muuttujaf ovat apulau-
seen perusteella riippumattomiaNéD,1), silla matriisiT on aina taydennetta-
vissakxk-ortogonaaliseksi matriisiksi.

Huomattakoon liséksi, etf= cov(X) = AA’ = CC’ ja det()=det@)? .

Koska matriisiA on saanndéllinen, saadaan kaantdenA(X-p) ja
fi (%) = £, (VOQ) TB(Vy, V... V) DXy X X
= (@) ?exp(3v'v) det@™)
= () P2 det®) M 2expl (x-1) (A™) A (x-p)]
= (@) det@) exp[ (x-W) = (x-p)] -

Siis
EX)=p ja covX)=2>0
maaraavak-muuttujien yhteisjakauman yksikasitteisesti.

Sanomme, ettX noudattag-ulotteista normaalijakaumaa I. multinormaalija-
kaumaaN(u,2) .
MerkitaanX UON(p,2), fy(x)=n(x | 1,Z), jolloin esim.V TIN(O,I ) .

Kovarianssimatriisin lavistajalla ovat muuttujien varianssit,o,,,... 0,
Naille kaytetddn myds merkintoja

0,=07, i=1,2,..p,
eli 0,,0,,...0, tarkoittavat muuttujien keskihajontoja. Keskihajontojen muo-
dostamaa lavistajamatriisia merkitaan

D, = diag0,,0,,...0y),
jolloin muuttujienX korrelaatiomatriisP, iso kreikkalainerp (rho), saadaan
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kaavasta
P=DJsD}.

Multinormaalisen satunnaisvektoriX tiheysfunktiota hallitsee positiivisesti
definiitti neliomuoto k-p)’ = Y(x-p). Tiheysfunktio on suurimmillaan, kun

X=U ja sen arvot vahenevat tasta pisteesta etaannyttdessa siten, ettéa (hyper)-
ellipsit eli hajontaellipsitX-p)’ = (x-p) = vakio toimivat tasa-arvokayrina.

10 —+

-10 —+

\ \ \
-10 0 10

Kuvassa on sellaisen 2-ulotteisen normaalijakauman tasa-arvokayrid, jossa muuttujien
hajonnat ovat 5 ja 3 sek&a korrelaatiokerroin 0.7. Kayrat vastaavat todennékoisyystasoja
0.1,0.2,...,0.9 eli todennakdisyysmassasta 90% on uloimman hajontaellipsin sisalla.

Edellakayty tarkastelu osoittaa, eféulotteinen satunnaisvektoX voidaan
aina maaritellg riippumattoman (0,1)-normaalisen muuttujan avulla.

Annetulla multinormaalisellX-vektorilla parametrijt ja ~ ovat yksikasit-
teiset, mutta/ ja A voidaan ajatella valittavaksi useilla tavoilla. Olettaessam-
me, ettd satunnaisvektoXi noudattaa multinormaalijakaumaapiyY), emme
siis voi tuntea tésta jakaumasta saatujen havaintojen tasmallistd syntytapaa,
mutta kaikissa jakauman ominaisuuksia koskevissa tarkasteluissa on lupa
kayttda konstruktiota (2), kun vatayttdd ehdoa=AA".

Kun siisX ON(y,2) , A-kuvaus voidaan saada esim. matrilsi€holesky-
hajotelmast&=AA’, missaA on ylakolmiomatriisi tai spektraalihajotelmasta
2=SAS, missaS on ortogonaalinen jA ominaisarvojen muodostama lavista-
jamatriisi, jolloinA=SAY2 .
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Edella on oletettu matriigh taysiasteiseksi, jolloin silla ja kovarianssimatrii-
silla Z on k&énteismatriisi. Tallbin jakauma on aidgstilotteinen ja sille voi-
daan kirjoittaa edella todettu tiheysfunktion lauseke.

Voimme jo johdannossa mainitulla tavalla viela yksinkertaistaa maaritelmaa
(2) matriisinA singulaariarvohajotelma&=SDT avulla. Talldin

X=AV +u=SDTV +u=SDW +
eli
(3) X =SDW + .,
missaW [IN(0,l) edelld olevan apulauseen nojallapn positiivisten singu-
laariarvojend; = d, = ... 2 d; > 0 muodostama lavistajamatriisi & pxp-
ortogonaalinen matriisi.

Kuten mydhemmin tulemme nékemaan, muuttuml\/:(dlwl,...,dpwp)
ovat muuttujienX padkomponentteja, joiden voimakkuuksia (itse asiassa kes-
kihajontoja ja geometrisesti hajontaellipsoidien paaakseleiden pituuksia) vas-
taavat singulaariarvot.

Esittimamme konstruktiivinen maaritelmé antaisi mahdollisuuden kasitella
vaivatta myos vajaa-asteisia tapauksia, joissa osa singulaariarvoista on nollia,
mutta jatkossa tarkastelemme ldhes poikkeuksetta vain taysiulotteista multi-
normaalijakaumaa.

Tutkiessamme multinormaalijakauman ominaisuuksia kaytamme usein apuna
konstruktiivisia maaritelmia (1), (2) ja (3), jotka yleensa tekevat tarkastelut
yksinkertaisemmiksi kuin jos perustaisimme ne multinormaalijakauman
tiheysfunktion esitykseen. Useimmat oppikirjat lahtevat liikkeelle suoraan
esim. tiheysfunktiosta tai karakteristisesta funktiosta, jolloin helposti kadote-
taan jakauman luonnollinen tausta.

2.2.1 Reunajakaumat
Tulemme useasti tarkastelemgakomponentin satunnaisvektoria kahden
osavektorinX® ja X@ yhdistelmana siten, etté kasittaaq (g<p) ensim-
maista muuttujaaXM=(X;,X,,...X;) ja X@ loput p-q muuttujaa X®=
(X1 Xgeze---Xp). Miké tahansa muuttujien osajoukko saadaan naiden tar-
kastelujen piiriin jarjestamalla muuttujavektobihkomponentit sopivasti uu-
delleen.

Ositettujen matriisien merkintatapoja noudattaen on siis

x®)

X®@



2.2 Multinormaalijakauma 21

jolloin odotusarvovektorinu ja kovarianssimatriisirt ositetut esitykset ovat

) 2124,
M= S =
@ 25125

Osoitamme nyt, ettd muuttujavektork® jakauma onNu®,z,). Tama
tapahtuu maaritelmén (2) avulla eli kirjoittamaXa= AV + p ositetussa muo-
dossa

X® A, U-(l)
X= = V +
X® A, p@

jolloin
XO=AV +pud

Talloin maaritelman (1) mukaan
X® ON@E®W, ALA) =Nu®,z,) .

2.2.2 Muuttujien vaihto

Konstruktiivisen maaritelman mukaan on mita ilmeisinta, ettd multinormaali-
suus sailyy muuttujien lineaarisissa kuvauksissa. Naytamme tédsmallisemmin,
ettd jos X 0O N(u,2) ja Y=BX, missaB on taysiasteinenmxp-matriisi
(r(B)=m, mgp ), niinY ON(Bu,BZB’).

Taman todistamiseksi kdytamme maaritelmaa (2X=AV +, jolloin

Y =BX =BAV +Bu
eli Y syntyy maaritelman (1) mukaan (0,1)-normaalis\stauuttujista kayt-
tden kuvausmatriisiBA ja lisaystaBu. Siis Y 0O N(BU,BAA'B’) eli Y O
N(Bu,BxB) , silla AA'=%.

Erityisesti havaitaan, ettd jokained-muuttujien lineaarinen kombinaatio
noudattaa tavallista yksiulotteista normaalijakaumaa seuraavasti. Olkoon
a=(0y,0,,...0,) p komponentin pystyvektori. Tall6in

Y =0, X +aX, + L +apX, =a’ X ON(a'p, o’ Za) .



